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椭球情形下等角和等面积正圆柱投影间的
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摘 要院为实现椭球情形下等角和等面积圆柱投影间的直接变换袁借助具有强大符号运算功能的
计算机代数系统 Mathematica袁推导出了等量纬度和等面积纬度函数间变换的直接展开式袁并将公
式系数统一表示为椭球第一偏心率 e 的幂级数形式袁且统一展开至 e10遥 在此基础上建立了等角和
等面积正圆柱投影间的直接变换模型袁可解决不同参考椭球下的投影变换问题遥 精度比对结果表
明本文建立的直接变换模型相比于传统间接变换模型精度提高 3~5个数量级袁 完全可以满足地
图海图制图精密计算的需要遥
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地图投影学也称数学制图学，是研究将地球椭

球面（或球面）描写到地图平面上，建立地图数学基

础的一门科学，它在地图制作和应用中起着“基础”

和“骨架”作用，是地图编制前首要考虑的问题，同

时它又是现代地图学的重要组成部分[1-4]。圆柱投影
是一类重要的地图投影，在海洋测绘、大地测量和

航海导航中应用非常广泛，如区域地图、世界全图、

航空图和海图的绘制大都采用这两种投影方式，实

际生产中经常会遇到等角和等面积正圆柱投影间

的变换问题。总的看来，实现地图投影变换的方法

主要有解析变换法、数值变换法和数值—解析变换

法 3种，其中解析变换法又可分为正解变换法和反
解变换法[4]。目前，如对于地球椭球模型下不同变形
性质间的投影变换，采用的是反解变换法，未能建

立投影坐标间的直接关系式，不能表达编图和制图

过程中的数学实质；特别是有些变换公式的系数表

现为具体的数值形式，仅能解决特定参考椭球下的

投影变换问题，不便于推广使用。

等量纬度、等面积纬度函数是等角投影和等面

积投影中的两类重要变量，它们之间的变换是实现

这两类投影变换的关键。国内外地图海图投影学者

对等量纬度、等面积纬度函数和大地纬度间的正反

解问题进行了深入研究，取得了一批显著的成果[4-16]，
而对于等量纬度和等面积纬度函数间的变换，传统

上主要是通过解算大地纬度间接实现的[4-9]，计算繁
琐，导致无法建立两类投影坐标间的直接解析式。

文献[16]虽然导出了等面积纬度函数和等量纬度变
换的直接解算公式，但是公式系数仅展至椭球第一偏

心率 e的 8次方，计算精度仅为 10 m2和 10-4〞，在地
图海图制图精密计算（制图精度为 0.1 mm）应用时
仍需进一步提高。有鉴于此，本文借助具有强大符号

运算功能的计算机代数系统 Mathematica[17-18]，在文
献[16]的基础上推导出了等量纬度和等面积纬度函
数间变换的直接展开式，并将式中系数展至椭球第

一偏心率 e 的 10次方，在此基础上建立了等角和
等面积圆柱投影间的直接变换模型。
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1 等量纬度、等面积纬度函数正反解

展开式

1.1 等量纬度正反解展开式

由地图投影理论知，等量纬度 q 与大地纬度 B
之间的关系式为[4-5]：

q= B

0
(1-e2 )

(1-e2 sin2 B)cosB dB=

ln tan 仔4 + B2 1-esinB1+esinB
e/2

（1）
式中：e 为参考椭球第一偏心率，如果 e=0，则

椭球变为球；B变为等角纬度 渍，即：

q=ln tan(仔4 +渍2 ) =arctan h(sin渍) （2）
等角纬度 渍关于大地纬度 B的展开式为[18]：

渍=B+茁2sin2B+茁4sin4B+茁6sin6B+茁8sin8B+茁10sin10B（3）
式中系数为：

茁2 =- 12 e2 - 524 e4 - 332 e6 - 2815760 e8 - 7240 e10

茁4 = 548 e4 + 780 e6 + 69711520 e8 + 932240 e10

茁6 =- 13480 e6 - 46113440 e8 - 169353760 e10

茁8 = 1237161280 e8 + 13110080 e10

茁10 =- 367161280 e10

扇

墒

设设设设设设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设设设设设设

（4）

式（2）和式（3）即等量纬度正解展开式。
等量纬度反解展开式为[18]：

渍=arcsin(tanhq)
B=渍+b2sin2渍+b4sin4渍+b6sin6渍+b8sin8渍+b10sin10渍（5）
式中系数为：

b2 = 12 e2 + 524 e4 + 112 e6 + 13360 e8 + 3160 e10

b4 = 748 e4 + 29240 e6 + 81111520 e8 + 812240 e10

b6 = 7120 e6 + 811120 e8 + 302953760 e10

b8 = 4279161280 e8 + 88320160 e10

b10 = 2087161280 e10

扇

墒

设设设设设设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设设设设设设

（6）

1.2 等面积纬度函数正反解展开式

由地图投影理论知，等面积纬度函数 F与大地

纬度 B之间的关系式为[4-5]：

F=a2 (1-e2 ) sinB
2(1-e2 sin2 B) + 14e ln 1+esinB1-esinB （7）

式中：a为参考椭球的长半径。
将 B=90毅代入上式可得：

F90 =a2 (1-e2 ) 1
2(1-e2 ) + 14e ln 1+e1-e （8）

并记

A= 1
2(1-e2 ) + 14e ln 1+e1-e （9）

设半径平方为 R'2=F90=a2(1-e2)A 的球面，单位
经差由赤道至纬度 詚所界面积与 F相等，则有：

R'2sin詚=F （10）
式中：詚为等面积纬度，关于大地纬度 B的展开

式为[18]：
詚=B+酌2sin2B+酌4sin4B+酌6sin6B+酌8sin8B+酌10sin10B（11）
式中系数为：

酌2=- 13 e2- 31180 e4- 59560 e6- 42811604800 e8- 60539911975040 e10

酌4= 17360 e4+ 611260 e6+ 769691814400 e8+ 2154315987520 e10

酌6=- 38345360 e6- 3347259200 e8- 1751791119750400 e10

酌8= 60073628800 e8+ 20129359875200 e10

酌10=- 583917107200 e10

扇

墒

设设设设设设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设设设设设设

式（10）和式（11）即等面积纬度函数正解展开式。
等面积纬度函数反解展开式为[18]：

詚=arcsin F
R'2

B=詚+c2 sin2詚+c4 sin4詚+c6 sin6詚+c8 sin8詚+c10 sin10詚

扇

墒

设设设设设缮设设设设设

（13）
式中系数为：

c2= 13 e2+ 31180 e4+ 5175040 e6+ 120389181400 e8+ 136225329937600 e10

c4= 23360 e4+ 2513780 e6+ 1022871814400 e8+ 450739997920 e10

c6= 76145360 e6+ 475611814400 e8+ 43450114968800 e10

c8= 60591209600 e8+ 62551159875200 e10

c10= 4801729937600 e10

扇

墒

设设设设设设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设设设设设设

（12）

（14）

16



第 5期

2 等量纬度和等面积纬度函数间变换

的直接展开式

2.1 等量纬度变换至等面积纬度函数的直接展开式

当已知等量纬度 q 时，将 q 代入式（5）第一式
可得等角纬度 渍，将 渍 代入式（5）第二式可得大地
纬度 B，将 B代入等面积纬度函数正解展开式（11）
可得等面积纬度 詚，将 詚代入式（10）可得等面积纬
度函数 F，完整的计算公式为：
渍=arcsin(tanhq)
B=渍+b2sin2渍+b4sin4渍+b6sin6渍+b8sin8渍+b10sin10渍
詚=B+酌2sin2B+酌4sin4B+酌6sin6B+酌8sin8B+酌10sin10B

F=R'2sin詚

扇

墒

设设设设设设设设缮设设设设设设设设

为简化计算，可消去上式中的变量 B和 詚，得到
由等角纬度 渍计算等面积纬度函数 F的直接公式。
在 e=0处将 F展开为 e 的幂级数形式，取至 e10项，
略去计算机代数系统 Mathematica中的具体推导过
程，经整理后可得等量纬度 q 变换至等面积纬度函
数 F的直接展开式为：
渍=arcsin(tanhq)

F=a2
(浊1 sin渍+浊3 sin3渍+浊5 sin5渍+浊7 sin7渍+浊9 sin9渍+
浊11 sin11渍)

扇

墒

设设设设设设缮设设设设设设

式中系数为：

浊1 =1- 14 e2 - 112 e4 - 7192 e6 - 1135760 e8 - 7576 e10

浊3 = 112 e2 - 7960 e6 - 1192 e8 - 4313440 e10

浊5 = 160 e4 + 1192 e6 + 120160 e8 - 1311520 e10

浊7 = 316720 e6 + 72304 e8 + 4140320 e10

浊9 = 4126880 e8 + 1640 e10

浊11 = 167295680 e10

扇

墒

设设设设设设设设设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设设设设设设设设设

（17）

2.2 等面积纬度函数变换至等量纬度的直接展开式

当已知等面积纬度函数 F时，将 F代入式（13）
第一式可得等面积纬度 詚，将 詚代入式（13）第二式
可得大地纬度 B，将 B代入等角纬度正解展开式
（3）可得等角纬度 渍，再将 渍代入式（2）即可得到等
量纬度 q，完整的计算公式为：

詚= arcsin( F
R'2 )

B = 詚+c2sin2詚+c4sin4詚+c6sin6詚+c8sin8詚+c10sin10詚
渍= B+茁2sin2B+茁4sin4B+茁6sin6B+茁8sin8B+茁10sin10B
q = arctan h(sin渍)

扇

墒

设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设

为简化计算，可消去上式中的变量 B和 渍，得
到由等面积纬度 詚计算等量纬度 q 的直接公式。在
e=0处将 q 展开为 e 的幂级数形式，取至 e10项，略
去计算机代数系统 Mathematica 中的具体推导过
程，经整理后可得等面积纬度函数 F变换至等量纬
度 q 的直接展开式为：

詚=arcsin( F
R'2 )

q=arcsin(sin詚)+l1 sin詚+l3 sin3詚+l5 sin5詚+l7 sin7詚+l9 sin9詚

扇

墒

设设设设设缮设设设设设

式中系数为：

l1 =- 13 e2 - 130 e4 - 111890 e6 - 107302400 e8 + 15131663200 e10

l3 =- 190 e4 - 6111340 e6 - 2321907200 e8 - 1021831600 e10

l5 =- 1756 e6 - 54032 e8 - 151166320 e10

l7 =- 71302400 e8 - 41123200 e10

l9 =- 611197504 e10

扇

墒

设设设设设设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设设设设设设

2.3 直接展开式的精度分析

为说明本文导出的等量纬度和等面积纬度函

数间变换的直接展开式的准确性与可靠性，同时为

了与文献[4]给出的传统间接变换公式进行精度对
比，本文选用 CGCS2000椭球参数，借助计算机代数
系统 Mathematica进行了精度分析。精度分析的基
本思路是：先取定大地纬度 B0，将其分别代入式
（1）、式（7）可得等量纬度、等面积纬度函数的理论
值 q0，F0；将 q0代入式（16）可得变换后的等面积纬
度函数 F；将 F0代入式（19）可得变换后等量纬度 q；
将变换后的计算值分别与理论值 q0，F0相减，可得
计算误差 驻F，驻q；记文献[2]给出的传统间接变换公
式的计算误差分别为 驻F'，驻q'。特定纬度处的计算
结果如表 1所示。
由表 1可以看出，本文导出等量纬度变换至等

面积纬度函数的直接展开式（16）的计算精度优于
10-7 km2（相应于等面积纬度的精度优于 10-9"），较
传统间接变换公式提高 4~6个数量级，较文献[16]
给出的直接解算公式提高 2个数量级；等面积纬度
函数变换至等量纬度的直接展开式（19）的计算精

（19）

（20）

（16）

李厚朴袁等院椭球情形下等角和等面积正圆柱投影间的直接变换

（15）

（18）
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表 1 直接展开式和间接变换公式的误差

纬度 B0/(毅)
10 -1.2伊10-9 -1.6伊10-4 6.9伊10-11 7.3伊10-6

30 2.2伊10-8 -1.1伊10-2 -2.3伊10-11 7.5伊10-5

60 4.5伊10-8 -7.8伊10-3 -6.9伊10-10 1.6伊10-4

89 3.0伊10-8 -3.0伊10-4 -3.6伊10-7 5.0伊10-3

误差

驻F/km2 驻F'/km2 驻q2/(") 驻q'2/(")

度优于 10-6"，较传统变换公式提高 4~6个数量级，
较文献[16]给出的直接解算公式提高 2个数量级；
完全可以满足精密计算的需要。

3 等角正圆柱投影和等面积正圆柱

投影间的直接变换

3.1 等角正圆柱投影和等面积正圆柱投影坐标直

接变换公式

等角正圆柱投影的坐标公式为：

x1 =r01 q
y1 =r01 l （21）

式中：l为经差；r01为圆柱半径，并且：

r01 = acosB01
1-e2 sin2 B01姨 （22）

式中：B01为基准纬度。
等面积正圆柱投影的坐标公式为：

x2 = F
r02

y2 =r02 l

扇

墒

设设设设设缮设设设设设

（23）

式中：r02为基准纬度为 B02时的圆柱半径。
由式（21）第一式可反解出等量纬度 q，将 q 代

入式（16）可得等面积纬度函数 F，将 F代入式（23），
可得等角正圆柱投影坐标直接变换至等面积正圆

柱投影坐标的公式为：

x2=a2

r02
(浊1sin渍+浊3sin3渍+浊5sin5渍+浊7sin7渍+浊9sin9渍
+浊11sin11渍)

y2=r02
r01

y1

扇

墒

设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设

式中：渍=arcsin(tanh x1
r01

)。
由式（23）第一式可反解出等面积纬度函数 F，

将其代入式（19）后可得等量纬度 q，将 q 代入式

（21），可得等面积正圆柱投影坐标直接变换至等角
正圆柱投影坐标的公式为：

x1 =r01 [arctanh(sin詚)+l1 sin詚+l3 sin3詚+l5 sin5詚+
l7 sin7詚+l9 sin9詚]

y1 = r01
r02

y2

扇

墒

设设设设设设设缮设设设设设设设

式中：詚=arcsin( x2 r02
R '2 )。

3.2 直接变换公式的精度分析

等角正圆柱投影和等面积正圆柱投影坐标直

接变换公式相比于传统间接变换公式的差别主要

体现在横坐标 x1，x2的计算上，因此本节只对式（24）
~式（25）第一式进行精度分析。记式（24）第一式、式
（25）第一式的计算误差分别为 驻x2，驻x1，由文献[4]给
出的传统间接变换公式的计算误差为 驻x'2，驻x'1，顾
及等量纬度 q 与等角正圆柱投影坐标 x1的关系式
（21），等面积纬度函数 F和等面积正圆柱投影坐标
x2的关系式（23），令 r01=r02=a，则有：

驻x1 =a驻q （26）
驻x2 = 驻F

a （27）
驻x'1=a驻q' （28）
驻x'2= 驻F'

a （29）
选用 CGCS2000椭球参数，根据表 1，可得特定

纬度处的计算误差，如表 2所示。

由表 2可以看出，本文建立的等角正圆柱投影
坐标直接变换至等面积正圆柱投影坐标公式（24）
的计算精度为 10-8 m，传统变换公式的计算精度为
10-3 m；本文建立的等面积正圆柱投影坐标直接变
换至等角正圆柱投影坐标公式（25）的计算精度为
10-5 m，传统变换公式的计算精度优于 10-2 m。本文
建立的直接变换公式较传统变换公式计算精度提

高 3~5个数量级，完全可以满足地图海图制图精密
计算的需要。

（24）

（25）

表 2 投影坐标直接变换公式和间接变换公式的误差

纬度 B0/(毅)
10 -7.5伊10-9 -1.6伊10-4 2.1伊10-9 2.3伊10-4

30 3.4伊10-9 -1.7伊10-3 -7.1伊10-10 2.3伊10-3

60 7.1伊10-9 -1.2伊10-3 -2.1伊10-8 4.9伊10-3

89 4.7伊10-9 -4.7伊10-5 -1.1伊10-5 1.5伊10-2

误差

驻x2/m 驻x'2/m 驻x1/m 驻x'1/m

18
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4 结 论

本文研究了椭球情形下等角和等面积正圆柱

投影间的直接变换问题，主要结论如下：

（1）借助计算机代数系统 Mathematica推导出
了等量纬度和等面积纬度函数间变换的直接展开

式，将其系数统一表示为参考椭球偏心率 e 的幂级
数形式，且展开至 e10，精度分析表明该式计算精度
较传统间接变换公式有 4~6个数量级的提高。

（2）以导出的等量纬度和等面积纬度函数间变
换的直接展开式为基础，建立了等角正圆柱投影和

等面积正圆柱投影的直接变换模型，从而简化了投

影变换过程，精度分析表明本文建立的直接变换公

式较传统变换公式计算精度提高 3~5个数量级。
（3）本文导出的直接展开式同样可以解决等角

和等面积圆锥投影间的变换以及等角圆锥投影与

等面积圆柱投影间的变换问题，为地图海图制图和

投影变换提供精密的算法模型。
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Abstract院In order to realize the direct transformations between conformal and equal -area normal cylindrical
projections, the direct expansions of transformations between isometric latitude and authalic latitude function are
derived with the help of computer algebra system Mathematica which has the function of powerful symbolical
operation. Their coefficients are expressed in a power series of the ellipsoid's first eccentricity and expanded to
tenth order of e. Based on these formulae, the direct transformation models between conformal and equal-area
normal cylindrical projections are established, which could solve problems that deal with transformations when
different reference ellipsoids are used. The accuracy comparison results show that the accuracy of the direct
transformation models increases up to 3 to 5 orders of magnitude compared to that of traditional indirect models,
which could completely satisfy the requirement of the precise computation in cartography.
Key words院conformal cylindrical projection; equal -area cylindrical projection; isometric latitude; authalic
latitude function; direct transformation
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